
MSRI, 1000 Centennial Drive, Berkeley, CA 94720-5070     (510) 642-0143     bamo@msri.org

and
athematical Olympiad
athematical Circles

Bay Area
1999

H

CA OLY
M

P
IT

A
E

M

A
I L

BAY

D
A

M

REA
A

T

�����������	��
������� �������������	����� �"!$#&%('*)+'*,",")

-�.0/�13254*6879.:68.<;�=�1?>A@CBD.�15EF>�BD2G;H-*-JILKMB9N568O�BD@�PRQ�1$4JS
T"UWVYX[Z&VY\^]`_"acbedfag_ihWjgUkaYlnmJo8Vp_JhWVY\rq*sDtvu	VYowhWVY\^VYx

y�zg{}|"~���~��"|R�"�$�$���9� ���k�r�8�$�Y���W� ���g���+�$���w�����f�w�W�f�f�	�n�9���f���r�f���9�" ^¡�¢8£0¤�����¥W�8¦i���f¥(�Y�
§�¨  ©��¤�ªR¡���«¬®£0«�¯

�$�����$���$�n��°9����±��w���	�n²W³W� �r�0�Y�´�w�����8� ��µ ���g�}�¶�fµk°����g�·�¸�r�k°¹�R�¶�º�J»½¼J�f��¾ ¿À�0�w���5°���¥*�W� ���g���[�C��ÁÂ���Ã �	Á0Ä�Å*� ��¥�ÄÇÆÉÈ��w�����Y���n���w³�¥W���©�r��°¹Ä�ÅW�3�Ê�8��ÆÌËÍ�	ÁÎ ^�8��»½Ï���µ*»ÑÐ�ÒÔÓÀ»Ñ¤�Õ(� �nÖD�w���5�¶�Ê¥W�f�5Á×Ä�ÅWÄ��Ø� ��¥�	ÁÙ¿g±�Ú*Å*Û0�g��¥�ÜYÅe���f�w�W�f�f�n��Ý �f��± »$�$�����
Þ Ú « ¬(Û « Þ ª Þ Á5Æ « ¬®��Æ « Þ ªßÜ Þ Á�Æà¬(�	Æ Þ ªßá Üâf¾ãÆ�¢ rä�¤

�������r�5¾ ���$�8���Ç°���¥*�W�g�å�g�	�Y�G�	Á9»
y�zg{}|"~���~��"|ßæ"���$�����rç � è^é8ç êëç[ìpè�í$�Y�·�r�}�D�f�å���f�Ê�f�5� S �g��¥Í� « �����8���5µ �f�k°º�f�w�r���9���å�[�f�Ç�[�G�Y���·�À� ��� �n�	�������f��W��Ý �0�w���0�w�g°��0¥W�fµk�r�f���$���w���r�f�w�À�f�f���n�9� S � ��¥�� «Yî·ï � Þ §k¨ñð  ò�	¤�ª §k¨�ó  ò��¤ñôk»

A H M B

C C

M

BMAH

O O2c

a a
b

c
b

k

k

2

1

1

P

H

õ�ö`÷ø×ù úfû

¼J�f�$üØ¿W�0�������Y�´�w�����À� ��� �¶�$�k�D�w���5�n�Y¥W�����Y�"�Yý����}�[�C� S  þ¡ S ¢8£ S ¤� ��¥L� «  ^¡ « ¢w£ « ¤0 ^�8�n»´Ï���µ*»ÑÿW»Ñ¤��(�0�W��Ý �¿g±  rä�¤ î
ü	¡�«S ¬(£0«S ªßü	¡Ç«« ¬®£0««�� Þ £0«S ¬(£0«« Þ ª Þ ü	¡�«S ¬(ü	¡Ç«« Þ ªßáY¡ S ¡ « â�¾ãÆ�¢

�������r�5¾ ���$�8���Ç°���¥*�W�g�å�g�	�Y�C¡ S ¡ « ÅW� ��¥ÍÆÉ�����w���0���r�w��� µ ���W�Y�"�W�r���r�f�f�n���k���Y�·üã�k�g�n�9¡ S ¡ « »·�3�����
¾ Æ ª Þ £ « S ¬�£ «« ÞáY¡ S ¡ «

ªR�f�k���n�8� � � � �W�g�å�g��ÆÌ�����f�����n�w� �g�f¯
 ��W���Y�ã�w�W�Y�$�w����¥W���r�f�f�n���k���Y�·¾ãÆ	� �Ê�0�8���5�w� °º�Ç�r�fµk�g�r¥W���f�n���[�·�������ñ���W�g�å�g�5üØ�����8���Ç�n�Y¥W�����Y���Yý��������W��Ý �0�f��� �n���J»Ñ¤9�3�k³���Å��w�����n�Y¥W�����Y�ë�[ýk���$���0���w³W¿��n�f�$�[�G����������
F¡ S ¡ « »·�3���5�f�k�gÝ ���r�n�0���$���[�n± »

ð���������������������� ��!"���$#&% '�($)+*,� � !"��-.�/���0����!1����-2)43



��z��������i��� �
	i� S  ^¡ S ¢w£ S ¤×ç��*��� «  ^¡ « ¢w£ « ¤�n��	����������*é����*é8����	ò�wè^é	é�è^�Ôé�ê��fí�é�è`�ré�ê�� í�����è�	���£ S�� £ « �Cç��&�ê���	´¾ n��	��k����è`� �!� è��"	#�%$$¡ S ¡ «'& �"��	"Æ ê�è^�(�)��	����5íf���*������	"¾ß¡ « ��í+��	���ç�	
Æ�¾ ª  ò£ « S ¬�£ «« ¤-, áY¡ S ¡ « ¯

./�k�
�0	��k�5�rç �gè`é8ç êJçYìpè�í1�%$ � S  ^¡ S ¢8£ S ¤	ç��&�5� «  ^¡ « ¢8£ « ¤0è�í2	��k��êÊè��*�435���e�����W���&� è`é
6kê�ç �7	��5¡ S ¡ « ç)�*�8�WçYíwífè�� �
	��k�%��6�����Æ &

�ß�W�Y�Ç�W�g�W�W�����9�$���w�®�8���L�n�[¥W�Ê���[� �[ýk�����������A�w�����f���r�f���f��� �r���f�k���f���g�w�r����9;:��(�¶�k°����n���w³W�Y�n���k���������Ê��f�k�gÝ ��������� �	�n���W��Ý �0�8���5�f���r�f���f�0�f�k���f���g�w�r��� »4:¸�c�w���0�ò� �����p�3�å��µD�¸³W��¥*� °����g�w�Y�"����°9°9�ÀÅ*��5�Y�f�����fÝ �5�w�����0¿ ±� �W����±��å��µ�¿À� �w����¥W���Y�	�Y���å�gÝ ���r�¶�Ê����� ��¥��n�[¥W�Ê���[�ë�Yý��Ê��»
��z������(�"��� �
	�� S ç��*�(� « n�<	����=�"���&è���	ò���¶íñ�8é�	òè�� �®é�è^�ré�ê��fí &?> �@�)A��<	��kç)	B	��k���r�®�fìYè�í+	^í�ç��ßè��"A����¶íñè����íf���*�gè��g��	��k��	�����é�è^�ré�ê��fí0è��"	���é����&éw�
�"	ò�8è`é����*� í &
C4D"E/EGFIH1:^�·�8���º�¶�Y¥W�����Y�C�[ýk���0��� �¶���r�n�f�f�n�0¡ S ¡ « �����W� ���g�5Æ®Å*���f�5�" òÆ�¢n¥ ¨-J  ©ÆÍ¤¶¤��� �n�����n�f�f�0¡ S ¡ « ���Í� � ��¥Á9»�K0�W���Ê±����gÝ ���r�n���k���	�r�5�MLþ ò��¢w�	Á5¤9 þ�8��»0Ï���µ*»�NW»Ñ¤(�$�����POi ò�W¤3���5�����å���03��8�W�r�k³�µk��Á9Å/34
 ¡ S ¡ « »RQ³��� S 
��JÅ·�������f��OJ ò� S ¤ 
;3rÅ´�þ» � »(�w�����f��� �¶���5�[�SOi ©� S ¤��Ê���f�9���T3r»<:©�º�[�Ê�¶�Í�����f���k�(¡ S ¡ « Å·�������f�UOJ ò� S ¤×�Ê��f���g�n���r�f¥Í�[� ÁD»+����°������ �r��± ÅVOJ ò� « ¤½�����f���g�n���r�f¥��Y�$Á9»

H

T
T

l

O2 O
1

2
1

B A

k

k

2

1

k

k

’

h

õ�ö^÷}ø(W

ä »1X�YGDIZ3ú\[^]�C�D�EG_�`�abZ8c

dRe��IfGg�z"�h�!i ���3���}�n�Y¥W�����Y�W�Yý����ë�Y�*�r����� �n�����n�f�f�n����µ0�f���r�f���f�·�W�Y�n�n�f�´�w�W�r�k³�µ��	�w���f�����W� ���g�n�ë�[�e���g�n���r�n�f�f�n���k�J»

dRe��IfGg�z"� �"j ���3�����n�[¥W�Ê���[�i�Yý��f�·�Y�"�w�W���f�$�f���r�f���f�$��� �n�����n�f�f�·���D�k�����À� ��� ��Åk�W�r�YÝ��Ê¥W�f¥��w���f���½�f��� �¶���r�·¥W����� ������Ç���������å��� »
dRe��IfGg�z"� �I�J�Sk×��Ý ���®�r�}���f���r�f���f�L� S � ��¥ � « Å ¦i��¥ �w����µg�f�k°��f�w�r���������Y�f���w�����f��� �n�����Ç�[���w�����f�å���f�Ê�f����W���¶�W����¥W����³���� �0�n��¿W� �w��� S � ��¥�� « »

«



áW»�C4D"E/_"`)abZ2c
dRe��IfGg�z"� �*� �2KØ�f���r�f���������$�w� ��µg��� �$�¶�º�º�Ê�����B3´�Y���9�À� ��� ��ü�»¼J�f�$¡¹¿W��¥W�å�g°��f�w�r�����Y����±��k�W�À� �n���n���n��ü�k���J»·Ï&�k��n�k°º�Ç�W�g�å�g�n����¢���Ë����¶�f�$¡���� 3"ª�� S �g��¥�¡��	�03"ª
� S »·Ï����W�Y����± ÅJ���f������ ��¥�����¿W���Ô���w� ��µg��� �n��n����°��f�f�n����µ������W� ���g����» ���f�	¡����03Jª ï � S ôk»��½�r�YÝ �	�w�W�Y��� S �Ê�3�w���Ç°���¥*�À� ��� �	�Y��� S � S »
dRe��IfGg�z"� �*æ ��� �k���n��¥W��� Ã ��Á×ÄÙ� ��¥����n�3�f�å����³W°��n���r��¿W�f¥(� ��¥������n�����å¿À�f¥(�f���r�f���f��� � ��¥��JÅW�r�f�8�W�f�f�n��Ý �f��± »�´� ÖY�9� �(� �¶¿��Ê�8�n� �r±��À� ��� �9� S �����®Å ¥*�n���Ø�w�W�r�k³�µk��� S ���w� ��µ ���g�0���å�����n���(�g��¥Í���f���Ê����� �n�����n�f�f��� ����W�g�å�g��Á S »��3�p�¹¥*�n�����8�W�r�k³�µk�®Á S � ��� �w�������w�g��µ ��� �����������n��� � ��¥ ���f�9�����å�g�n���r�¶�f�f��� �å�M�W� ���g�9Ä S »Ï����W�Y����± ÅJ¥*�n��� �w�W���k³�µk��Ä S �D�w�����r¥��8� ��µ ���g�$���å���D�n�����g��¥����f�����	��� �n�����n�f�f���Ì�å���À� ��� ��� S  ^�8�n»Ï���µ*»��W»Ñ¤
�·���pÝg���w�W�[��� S �f� �����f�Ê¥W�f�0�3�Ê�8��� S » :���� �8�������k�r¥W��ÅW�W�r�YÝ �0�w�W�[� �g� ±��w�r��� ��µ ����� S Á S Ä S �å���¶���r��¿W�f¥(�����®Å�r����Y�$����� �¶���n��¥W�f�9� �r���w� ��µg��� ���n�Í�JÅ·°�³��n���W��Ý �����n���w�����r¥®�n��¥W���Y���n���w� ��µg��� ���n�Í�A�n���8�W�Y�9�����9�w��������n���r��¿W�f¥A�f�å���f�Ê�×�þ��� Ã � S Á S Ä S �n���*»

A B

C
A

C

1

1

B1

k
K

A B C

U
V

S

E

P

BCA

Q

E

õ�ö`÷/[VDIabc�� ú! " 
dRe��IfGg�z"� �"#´��Ï�����¥��w����¥W�Ê�¶�w� ���f�9¿W�f�r��f�����w���5�f���g�n���	ü �[�C�w���������n���r��¿À�f¥(�f���r�f����� ��¥��8���5�f���g�n���$¡¹�Y��w���0�f���r��³W°��¶���r��¿W�f¥(�f���r�f�����Y� Ã �	Á0Ä ���c�n���n°���Y���w���0�r��º�¶�Y¥W���%$�� ��¥Í£�»
dRe��IfGg�z"� �'& � �A��� ����µ ��Ý ��� Ã �	Á0Ä �g��¥L�À� ��� �n��� Ë��3Äv�g��¥�(ØË�Á0Ä �w³��f�9�w�W�[�)�*( Þ�Þ ��ÁD»VKß�f���r�f���� S �Y�´¥W�å�g°��f�n������ÁÂ�å�g�n���r�¶�f�f�n�����f���r�f���º� « �Y�ë¥W��� °��f�n���3��(Â�å��¾ �g��¥�+�»��½�r�YÝ ���8�W�Y�$¾ � ��¥�+É���Ê���k��w���5�Y���n���w³�¥W��ÄÇÆÌ�n�9�	Á9»
dRe��IfGg�z"� �', ���½�r�YÝ �5�8�W�Y�$�w���9�Y���n���w³�¥W���Y� Ã ��Á×ÄÙ�8�W�r�k³�µk�cÄÙ���0�w���9�n�[¥W�Ê���[�C�Yý������[�·�w�����f�å���f�Ê�f���$���w�¥W��� °��f�n�����$�w���Ç°º�f¥W�å�g�����	¾ �g��¥�Á�+ �Y� Ã �	Á0Ä�»
dRe��IfGg�z"� �.-J��Ï�����¥®�w����µ �f�k°��f�8�r���������Y�f�9�Y�$�W� ���g�n�5¡��	���Ê�f�(� ���Ç�f���g�n���r���Y�}�f���r�f���f���w�W�r��³�µk���w��������¥�W�g�å�g�n�	�Y�ë¥W��� °��f�¶���r���[�C�r��0¦*ý��f¥��f���r�f���f�5� S � ��¥�� « »
dRe��IfGg�z"� �'/ ��� �k���n�w�n³��f�	�Y���ë�n�Y¥W�����Y�ë�[ýk�f�$�[�C�w���	�ò�k³W������f���r�f���f�5�[� Ã �	Á0Ä�»
dRe��IfGg�z"� �"i ��¼ �f�L��¢wÁD¢nÄ ¿W���8�W�r�f���f� ����������� ���W� ���g�n���3�Ê�8� Á �����n��¥W�(�3Ä�»�00� �k�����¶�Ê¥W���Y���3Ä ��¥*�n��� �8�W�r�f���¶��°����f�å���f�Ê�f��� S ¢w� « �g��¥ �21��3�Ê�8�(¥W��� °��f�¶���r�9�$Ä�ÅC�	Á �g��¥ Á×Ä�Å·�r�f�8�W�f�f�n��Ý �f��± »�¼ �f�ºÁ3( ¿À��w�����å�g�n���r���k� �w� ��µ ���g��¿W�f�r��f����� « � ��¥�� 1  4( Ë�� S ¤fÅ*�g��¥����f��5�6¹¿W�5�8���0�fýk�n�����Ê���$�w�g��µ ��� ��n��� « � ��¥�� 1 75¹Ë�� « �g��¥86 Ë®�91f¤f»0Ï�����¥(�w���9�n�[�n�����Y�·�w���9� �r���Y�	�Y� Ã 5�63(�� ��¥ Ã �3Ä�( �å� �n���n°��	�Y� � « �g��¥ �21;: ��n�Y¥W���ò»` ^�8�n»�Ï���µ*»$ä=< ¤
dRe��IfGg�z"� æ"j ���3�����f���k�r¥���ÁÂ�n���W� �n�[�n�f�}�×�f�å���f�Ê�3>���� �n���r�}���W� �r�n��»?� �å���f�Ê��> S �Y�ë�n�[¥W�å³���$ S ���$�����n���r��¿W�f¥�����k���0�[�C�w���5�W�g�r�n��� ��¥����	�n�k³��f���f���	ÁÙ�[�$���n��°���¥*�W�g�å�g�	Ä�»�����r�f���3> « �Y�·�n�Y¥W��³���$ « �����Y���n���å���¶���r��¿W�f¥�����w�����w� °��5�W� ���$�Y��>Í�¶�9�w�W�Y�$���	�n�k³��f���f���	Á9Å@> S � ��¥�>�»}¼J�f�	ü�� ¿À���w���0��� �n�����Ê���$�w�g��µ ��� �3�Y�?> S � ��¥	> « Å�$���w��ü¢A� Ë�>�»/�W���p�+�w�W�Y�$ü�� âB��(+ªC�·üMâB����Å������������(ª�> S �*> « �g��¥�( ªß�	ÁD��ü���»` ^�8�n»´Ï��Êµ&»$ä ä�¤
dRe��IfGg�z"� æI�J��¼ �f�L� S  þ¡�¢w£0¤�¿W���w�����f���r��³W°��n���r��¿À�f¥ß�f���r�f���Í� �r��³W��¥ Ã �	Á0Ä�Å� ��¥M�Ê�f��� «  E��¢�$Y¤5¿W���w��������n���r��¿W�f¥��f���r�f���0�å� Ã �	Á0Ä�»�¼J�f�}�21k E��¢�$ S ¤·¿À���×�f���r�f���0�w³��ñ�º�w�W�Y�·�8�����r�$�fý��Ê�¶�n�$�0²W³W�Y¥*�r�����Y�n���n�Y�J��Á S Ä S � S�����n���r��¿W�f¥A�å��� S � ��¥��f�å����³W°��n���r��¿W�f¥(� ���k³W��¥��91 »F�$�Y����³����Y�n��$ S ���c�n���n°��$�[�C£Ø� ��¥�$�»

1



dRe��IfGg�z"� æ*� ��¼ �f����Á×Ä�� ¿W�5���n²W³W� �r� ÅW� ��¥����f�23´¿W�5���������5�w³��f���w�W�Y��w���5�r���*�f�f�¶�Ê����� S �Y�C�ã�Y���r� �¶��3�����5�k�D�w���	�n�fµk°����g�$Á0Ä�»½¼J�f��� S ¿À�0�w���5�r���*�f�f�n���k���[�?���Y���r�g�n�43rÅk� ��¥����f��� S � S ���g�n���r�n�f�f���DÄØ�å���À� ��� �ü�»�Ï����W�Y����± ÅJ���f��� S ¿À�5�w���0�f���r�f�����Y�·�n�Y¥W��³���$ S �å���¶���r��¿W�f¥���� Ã � S ÄÇü S »��·�r�YÝ �	�w�W�Y��$ S ªC� S ü S »
dRe��IfGg�z"� æ*æ �S:������f�å���f�Ê�5�" þ¡�¢w£0¤´���f���	Á ¿À�����f���k�r¥"Å�� ��¥����f� � S ¿À�5�0�f���r�f���5�n��³��ñ������µ���� �n���¶�W�Y���Ê±����Y��W�g�å�g�)� �¶�0�w�W�Y�)��¡ 
R��ÁD»·¼J�f�}�	�f���r�f���5� « °��YÝ ��å�D�w�������fµ ���k��¥W�8¦i���f¥�¿ ±9�	ÁØ� ��¥���� ���f�k�g�w�Y��������µ9� S�n���w�W�Y����$�n��³��ñ���f��¿À� �w���	Á¹� ��¥��J»��·�r�YÝ �	�w�W�Y��w���0�w�g��µ ��� �¥W���n�w�g���f�Ç¿W�f�r��f����� S � ��¥�� « �Ê�3�f�k���n�w� �g��»
dRe��IfGg�z"� æ"#´���½�r�YÝ �0�w�W�Y�½�ò�k�� �g±��r����f�å���f�Ê�f�	�w�����r�0�fý����n�n�0� ����� Ýg���r�n���k���	���Ê�f���w�n�g���r�þ���n°���w����°¹���g�n��f�k��µk�¶³���� �"�f���r�f���f�0 ^�Y�k�w���½�w� °���n�Y¥W����¤f»��·�r�YÝ � �¸³W�r�w����� �w�W�Y�J�ò�k�"� �g±	�w�W�r�f�·�f���r�f���f���w�������·�fý��Ê�¶�n�C�g�	�å�gÝ ���r�¶�Ê����������f���w�n�g���r�þ���n°���w����°¹���g�n�9�f���r�f���f�0�$���w���f� ����������� �	�f��� �¶���r��»
dRe��IfGg�z"� æ'& �Sk×��Ý ���9�r��5���k�����g�n���r�n�f�f�n����µ��f���r�f���f�$� S �g��¥�� « Åg�w���Y� �w�W�Y�·�Y���&�f�å���f�Ê�f�3�k�r�w��� µg�k�W�Y���n�Ç¿À� �w��Y���w����°��W�Y�¶�$�w�W�r�k³�µ����Ô���¦*ý��f¥��W� ���g�n���g��¥�� �r�0�w� ��µg��� ���W�[�å���$���n� »
dRe��IfGg�z"� æ', �Sk×��Ý �����r����f���r�f���f�9� S � ��¥�� « ���g�n���r�n�f�f�n����µ��Y�5�W� ���g�n�5�¹� ��¥(Á9Å �w���Y�Ø�w�W�Y�	�w�����r�9�fý����n��fýW�Y�f�n��±��r�}���W� ���g�n�	�å�c�w���5����� �����w�W�r�k³�µ��9�������f���w�������Ç�W�Y�n�¶�f�����9�f���r�f�����k�r�w��� µg�k�W�Y�*�¶��� S � ��¥�� « »

� »�C�D�EG_�`�abZ2c�õ�D"E/Z��(D�EG[����
	��Va<X?EGDI`��
dRe��IfGg�z"� æ.-F �:òÕ 0 �½�r�k�W�g�w�Y��¤f�0�$���������f���r�f���(�Y� Ã ��Á×Ä �n�k³��f���f�LÁ×ÄÇ¢¶ÄÇ��¢w�	Á �Y����¢ (�¢��Å·�r�f�w�À�f�8Ò�n��Ý �f��± »�� �������W� ���g�������n��¥W� Ã �	Á0Ä �8³��ñ���w�W�[�}�8���0�å���f���r�f�����Y� Ã �(Á0ÄØ�n�k³��f���f��Á×ÄÙ�Y��� �Y���n�*Å��n�k³��f���f�Ä�� � ��¥��(Á¹�Y��� �g��¥��5Å*���f�w�W�f�f�n��Ý �f��± »��½�r�YÝ ���8�W�Y��(����� �������f±��f�����Ç²W³W�Y¥*�r�����Y�n���¶�Y�ò»
dRe��IfGg�z"� æ'/R �:ò�8�n�Y�f�òÅ"ä!�9�gÐ ¤f��¼ �f�·ü��v¿À�}�8���$¥W��� °��f�n���´�Y�J�n��°����f���r�f����Æ®»�����r�f���������·���g�n���n�W�Y����±9�w� ��µg��� ��n��Æ � ��¥(�w� ��µg��� ���n�Íü�� �Y�0Ä�»�¼J�f�9�¹¿W�����À� ��� ���k�®Æ � ��¥�ÁÎ���W� ���g�Ç����ü��Î�w³��f���w�W�[�Ç�	Á �Ê��W���¶�W����¥W����³���� �0�n��ü��Ù� ��¥��Ê�	�Y���n���8� ��µ ���g�}�¶�º�J»F�·�r�YÝ �0�w�W�[� �3ÄÙ¿����n�f�f�¶���$ü0�	Á9»
dRe��IfGg�z"� æ"iR ���k°D� �����WÅJä!�9� ÿ ¤ ��¼J�f���	Á0Ä¹¿W�5���8�r��� ��µ ��� Å'�����W�g�å�g�$�k���¶�Ê¥W�5Á×Ä�Å*�g��¥�� �w���0�f���r��³W°ÇÒ�f���f���5�Y�·��Á×Ä�» �W���Y�R�w�W�Y��w���0�f���r�f���f�	�w� ��µ ���g��n����ÅW����ÅWÁ�� � ��¥��n����ÅW����Å'�DÄ � �r�0�Y���n�9�w� ��µg��� ��n����Y�f��� �w������ �}� ��¥������Ê±�� � �$Á����¹ª!� ÄÇ����»
dRe��IfGg�z"� # jR ��$³��n�¶�å�ÀÅ"ä!�9� Ðg¤f� �(��� �r��µ ��Ý ��� ���n��°����f���r�f�����$���w�®¥W��� °��f�n�����	Á � ��¥��f���g�n����¡�Å·� ��¥ ����������������ñ�®���g�n���r�n�f�f�n���w���D�n��°����f���r�f���Í�Y��Ä � ��¥ � � ��¥®����������ÁÌ�Y�Ç¾  ©¾ Á#"Ù¾ã��¢�¾
�$"¹¾+Ä�»Ñ¤¼J�f���<¿W���w���5�¶�f�f�k��¥(�W� ���g���Y����� �¶���r�n�f�f�n���k���Y���w���5�f���r��³W°º�f�å���f�Ê�f���Y� Ã �3¡5Ä¹� ��¥ Ã �9¡�Á9»��½�r�YÝ �0�w�W�Y�
�$¾
��¡ ªC�9<�%�»

& »9õ�ö'�IYG`)(2abZ7YGD+*/c�E,�.-/�+0GabDIc�ö�E,� H1��`�	 abD+�IY2	"ö30Ga54(abF�ö6�"ö3	"ö�E,� E/F)-/�+0/abD c�ö�E,�Fö'�87SabDIZ2c E/F
9 E/Z2]b`)a;:=<1[VZ8_"abDIc

�$�����À� ��� �¶�5�����w����³��8³W�Y���f�k���r¥W���W�Y�n������� ����ü ��� ��¿W�D�w���k³�µk�g�0�Y� �[�5�f�k°9�����fý(��³W°Ç¿À���r� î �8���º�À� ��� �� ª  òÚ&¢wÛf¤���� �F¿À���w����³�µk� �D�Y�×�[�9�w�����f�k°9�����fýR�k³W°�¿W����>®ª?Ú@? ÛBA	�$���w�MÚ*¢8Û�ËDC�»��3�k³���Å½�w���)E�Ò�f���k�r¥W���W�Y�n�$�[� �M�f�k�¶�r�f�w�W����¥W�·�n�0�w�����Ô�8ç ê �eç ��	W�Y�F> î C5�k �> ¤ ªßÚ*Å�� ��¥9�w���1GYÒ¸�f���k�r¥W���W�Y�n�3�Y�ë�F�f���n�r�f�w�À�k��¥W��n���w����è��Çç �kè��*ç ��H��Wç ��	G�Y�I> îKJ °� �> ¤ª�ÛY»L� �f���Y��� ���Y� �}�9�Y¥W¥ � ��¥(�8³W¿��w�n�Y�f���f�k°9�����fý���³W°Ç¿À���r� î �w������f�k�n���f�w�W�k��¥W���fýe�[�f�n��±(�n���Y¥W¥W���n���k�®� ��¥(�w³W¿��8�n�Y�f�n���k���[�}Ý �f�f�n���r�5�k���Êµg�å�W�[�n����µÍ�Y�� 4<ÀÅ < ¤	���(�8��������� ��� »�Ï*�k������n�w� ���f� Å½� �M> S ªÎÚ S ?ßÛ S AnÅ´�w�����N>�?!> S ª< òÚ�?ßÚ S ¤O?  òÛ�?ßÛ S ¤PARQ��w�����9�f�k�¶�r�f�w�W����¥W�Ç�fýW�Y�f�n��±®�n�����W�Y���k³���¥��W� �W�À���9� �ë��$�Y¥W¥9�r��0Ý �f�f�n�k����ST � ��¥
ST S �	���Ê�f���n�8� �r�·�Y���w���3�k�r��µ �����g��¥9����¥9���Í ©Ú*¢8Ûf¤ë� ��¥� òÚ S ¢wÛ S ¤fÅ�r�f�w�À�f�f�n��Ý �f��± î ST ?UST S ��k³���¥��n�w� �r�$�Y�3�w���0�k�r��µ �����g��¥�����¥����� òÚ1? Ú S ¢wÛ,? Û S ¤5 ^�8�n»ëÏ���µ*»3ä�áW»Ñ¤
Õ(³����n�����Ê�����Y�¶�Ê���(�Y��f�k°9�����fý(�k³W°�¿À���r�0��� ��¿W���[�Ê�¶���w�n� ���n���Y�¶�f¥Í�����¶���n°��	�Y�}Ý �f�f�¶�k�r�	�å� �w���9���å�g��� »Ç� �°�³����n�����Ê±)>9� ��¥�> S �©�r��°�� ¿W�YÝ � Å���5�W���Ô�þ�k�¶°¹�w���Ç³��8³W�Y�"�Y��µ ��¿W�n�Y���9°9� �����W³����Y�n���k��� î

>0âV> S ª  òÚ�?MÛBA¸¤´âk òÚ S ?MÛ S A�¤�ªßÚ�Ú S ? Ú�Û S AW?FÛfÚ S AW? ÛfÛ S  XA « ¤�ª  òÚ�Ú S ¬(ÛfÛ S ¤�?ß òÚ�Û S ?MÛfÚ S ¤PA¶¯
Y



1v

2
v

+1v
2

v z=a+bi

x

y

z=a-bi
_

õCö^÷/[VDIabc� �� ú! ��
�$���5�r�f�8³��Ê�¶�å��µ��nÝ �f�f�¶�k��� ST L �©���k° �w������°�³����n�������Ê���[�n���k���f�k�n�r�f�w�À�k��¥W�$�n�� òÚ�Ú S ¬(ÛfÛ S ¢wÚ�Û S ? ÛfÚ S ¤fÅ&� ��¥����$��� �¿W�	��� �¶���n�W�r�f�n�f¥�µ �f�k°��f�8�r�����Y���Ê±º�©�r��°Ø�w���$�¶�w� �r�n����µ�Ý �f�f�n�k�r��ST � ��¥NST S »�:�³W�rµ �$± ��³��n�5�f���f�fÖ5�����	�ò�f�F�n��°9������fýW� °9�����f���8�W�Y�LST L ���g��¿W�5¥W�f�¶���r��¿W�f¥��Y� �þ� �����Y�$� î �[¥W¥��w���5� ��µg�Ê�f�	�w�W�Y��ST � ��¥ ST S �þ�k�¶° �3�Ê�8���w����EeÒÔ�Yýk���3È�w�����	�Ê�	µ � ����µ9�¶��¿W��¥W�å���f�f�n���k���Y��ST L Qe�þ�k�½�w����������µ �w���[�MST L ÅW�8� ÖY�0�w���5�W�r��¥*³��f�	�Y�C�8���0�Ê����µg�w�����[�MST � ��¥ ST S » ��3��� � î ³��n�0�w���5�¶�YÒ¸���Y�����f¥	�w�À� ��� ��ò�k�n°
�Ç�[�CÝ �f�f�¶�k�r�$� ��¥��n�k°º�0�n��°9�����Ç�8�r��µ �k���k°��f�8�r���0�Ê¥W���g�n���n���f��»Ñ¤

��iz��f��~��"| �i� ��� �W��"�Jz��9���"~����I���Jz��f���"����~�������|��izbe���~��"|��
�$���	�¸³W���f�n���k�U:�� Ýg���r�n���k���¸�r�k° �w���5����� ���ÇüÂ�n��ü�Å*�Y�3�}�0¥W�8¦i���f¥�������� ���Ê�����fÅ&��� ��¿À�5Ý��Ê�f��f¥��n��°9����±��Y����f�k°9�����fý��¸³W���f�n���k�JÅW�ò» � »·�×�¸³W���f�n���k������� �n�0���W�W³����g��¥��k³��w�W³��$� �r�	�f�k°9�����fý���³W°Ç¿À���r��»·� ���fýe�����Y���c�w������Å������f�f¥®�n����� �w���k¥*³��f���k�����¸³W�r�w��������� �n���k� î �w����é���� �+6���ç�	ò�0�Y���c�f�k°9�����fý(�k³W°�¿W��� » :þ�I>�ª¹Ú�?ßÛBA �Ê����f�k°9�����fý(��³W°Ç¿À���fÅ"�8�������w�����f�k� �n³�µk�Y�n���Y��>WÅJ¥W����� �n�f¥�¿g± >ÀÅ"���5�n��°9����±��w���9�f��°9�����fý ��³W°�¿W���	�k¿��8�Y�����f¥�¸�r�k°�¿À� >�¿ ±��n�$���n�f������µ��w���5�n��µk�c�Y� >": �$��°9�Yµg�å�W�g�r±��W� �r� î >Çª+Ú�¬(ÛBAn»#k0�f�k°��f�8�r�����Y���Ê± Å&�w�����W� ���g�n�º ©Ú*¢8Ûf¤� ��¥( òÚ&¢�¬$Ûf¤�� �r�0�r���*�f�f�n���k���3�Y�"���Y�ñ�D� �w������Y����� �n�·�8����EeÒÔ�Yýk���Ç þ�8��»´Ï���µ*»ä � »Ñ¤��$����w°����n�[��³��Ê��³��!�9�W�r�k�W�����Ô±�Y���f�k� �n³�µk�Y�n�f�$���$�8�W�Y�$�w���f���$�W�r��¥*³��f�	�Ê�0�Y���$��±k�$���r�8ç êk��³W°�¿W��� î

>0â >0ª  òÚ1?FÛBA�¤"âk ©Ú5¬(ÛBA�¤�ªßÚ « ? Û « Ë�C�¯
�3�p�R��5� �r�5�����Y¥W±��¶�9¥W�8¦i���(:�� Ý �����n���k�������¶���n°��$�Y�´�f�k°9�����fý��k³W°�¿À���r� î

��z������(æ"� ./�k�7$ 6M�*é
	òè����#"���A����¶ífè���� O î ü%$ ü��S��è�	��(éw�
�"	ò���	¡àªÎ 4<À¢ < ¤�ç��&���Ôçg� è�6gí�$9ªÉä'�$éwç�� ¶�� � íñé��wè�n�8�9ç ê 	ò�����&ç�	òè�A���ê H� H9è`�g���"	òè $BHpè�� � 	��k�9é���� �r� è��*ç)	ò�#�iê�ç��&��ü ��è�	�� 	����8�iê�ç��*���%$Çé����7�iê��fìB��6*�B¶���¶í'& �ç��&��� �)( �&è��g��	��k�9è���çf�k���%$0�Fª  ©Ú*¢8Ûf¤1	�� ¶��	��k��é��)�4�JêÊ� ì��"6M�Bn���+*
OJ ò��¤�ª ä

> ¢
�/�k���Ô��>�ªßÚI?MÛBA´Ë,& è�íR	��k�9é����7�iê��fìB��6*�B¶���0é�� �w�r� í �b���*� è�� � 	��Ç� &

:¸� � �w�����	��k�r¥W��ÅV:�� Ýg���r�n���k���n����¥W���w���-�w�W�g�å�g�!��>�ª Ú�? A¸Û×�n���w���.�w�À� ��� �/� ä
> »Ç�3���9���Y�n�n���0�W�Y�0�¶�k°��

�f���k�r¥W���W�Y�n�f���W�r�k¥*³��f�f¥®¿ ±��w����¥W�ÊÝ����n���k�A�Y�}�w���9��³W°�¿W���r��ä9� ��¥ >W»�03��f�k³W�r�n� Å ± �k³c��� ���w��±�ÈÍ¿W³��5���Y���� �D��$¥W��Ýk��¥W�0�r��0�f�k°9�����fýL��³W°�¿W���r�$� ��¥Dµ �f�}���w�����r¥��f�k°9�����fý9�f�k°D���Ê�fý��k³W°�¿W��� 90�3���r�	��� �g���fýe�g°9������Y�·���Y� �8���Ê�	����¥W����� î ä$¬ � A
á�? ÿ�A ª

 rä$¬ � A�¤� òá	¬(ÿ�A�¤
 òá�? ÿ�A�¤� òá	¬(ÿ�A�¤ ª ¬0ä!�0¬ ä�Ð A

& ? & � ªØ¬ ä!�
Ð � ¬ ä�Ð

Ð � An¯
�3���r�·��·°�³����n�����Ê���f¥9�8���·�k³W°����¶�Y�n�k�"�g��¥0¥W�����k°����W�Y�n�k� �Y�W�w�����k�r��µ ���W�Y�g�¸�n�Y�f�n���k�0¿g±º ©á*¬	ÿ�A¸¤fÅ  ^�8�����f�k� ��³�µ��Y�n��Y�}á�?Mÿ�A¸¤ ÅW�������ñ�c�ò�k�r�f�f¥��w���5¥W�����k°º�å�W�[�n�k�3�n�L¿À�f�f�k°��9�9�r���[�C��³W°�¿W���� òÐ � ¤fÅ&� ��¥Í�Y�0���r�f�w³������������¥W�f¥³W���3�Ê�8��� ���n�k�r¥W���W� ��±��9�f��°9�����fý��k³W°�¿W��� »

�$��³���Å"�Y�f�f�k��¥W�å��µ��¶���w��������°9°9�ÀÅ"�n�D¦i��¥(�������r�B:�� Ý �����n���k���n����¥W�5�w���9�À� ��� �5�Øª� räg¢�ä�¤fÅÀ�}���f�k���¶�Ê¥W����w���0�f�k°D���Ê�fý���³W°�¿W���1>5ªØäO?.AnÅW� ��¥�¦i��¥��w���0�f�k�n���f�w�W�k��¥W����µ��f�k°9�����fý���³W°Ç¿À���5ä
, > îä
> ª ä

ä$¬ A ª
ä ?NA

 rä¬
A¸¤� rä,? A�¤ ª ä ?NA
á ª ä

á ?
ä
á An¯

1



�$��³���Å"�ØªÎ rä ¢�ä�¤�$�����}¿À�Ç�¶��� �5¿g±��w��� :¸�gÝ ���r�n���k���n���w���9�À� ��� ��� S ªà  S« ¢ S« ¤f» �(�f���þÅ´���0���5���Y�¶±��n���f���f�ñÖ�w�W�Y�	� S �$������¿W�5����¥W�f�f¥��w���0��°9�Yµg�5�Y�·� ³W��¥W���8:¸�gÝ ���r�¶�Ê��� î ��� �¶�0�w�W�Y��� S ���Ê�f�0�����w���5�n�fµ�°���� �3¡Ç��Å*� ��¥Þ ¡�� Þ â Þ ¡Ç� S Þ ª�� á�� ä�,gá0ªØä »2�A��³W�rµ ��w���$�r���Y¥W���´�¶�8�i�%��A����8����� ¿W�YÝ �����°9°9�0¿g±Ç³��¶�å��µ��w���$�f����°����g�w� �r±�W�r�k�À���r�n���f�	�Y�C�f��°9�����fý��k³W°�¿W������� ¿W�YÝ �5�g��¥��w���5�k���Êµg�å�W�[�"¥W�8¦i�����n���k���Y� :�� Ýg���r�n���k�J»
��iz��f��~��"|F�"� �c�����*�J� �Í~ �3��� ~ �	|Jz�� ~©|*�fzbe��/e�zk�+�W��~��"|���	 ��| �Jzbe���~��"|���
 �Jz5� eY~��i~©| �"g �"zg{}|"~���~�� |

�fz�z�� ����"~��fz �"g�eY~�� �*���^�J| ��f´z���~ �"z����"~�� �"�Jz���|J�*�Re�z��� ~�e�z��´|i����~ò|����Y�V���/g�z�� | �/��f´zbe �7�W�1�"g�g����
��k���¶�Ê¥W�������Y�Ù°D� � ±A���Y�n�f�5����W��Ý �9�n��µ ���w�W���k³�µk�����®�k�r¥W���×�n���n�f�����W�Y�Ç�W�g�W�W�������n���f���r�f���f��� ��¥�������f�º³W��¥W����:�� Ý �����n���k� î & ���[�n�f��»B:¸�®�Y¥W¥W���n���k�JÅ´�w�����i�%���\$��[�
�8�W�r�f�n���rÝY�Y�n���k���Y�$� ��µ ���f�!��³W��¥W���R:¸�gÝ ���r�¶�Ê����r�f²W³����r�f��³����n�������kÖ(�Y�9�Y���$�W�g�n�n��¿������W�Y���r�9�Y�$���Y�n�f�9� ¿À�YÝ � Å�°9� Ög�å��µ����9²W³����n�L�g��³W�W�Y�¶�w�n�Y�f�n��Ý ����k�nÖ��n��n����Y�½�pÝg����»�»�»ä!<����Y�n�f����Q½�f�n��¥W�f��Å&�w�����W���k�Y�´�å�����[�ñ�����Y�¶���W�Y������n�n���5���}���9�r�f���fÝY� ���f�5�n���w���	� �w�����½���Y�¶�f��Å�w�W�Y�½����Å��}�	��� �W��� �G¦i��¥��k���	µ �������n�Y�&�fýe����� �W�Y�¶�Ê���D�þ�k�7�/� H�ç�� ��ê��fí$í��*��6�ê���n���i�r�fíf����A��8��6*�&� ��� "��"A����¶íñè������

K0��¥ ���k���f�¶�n��±(�w�W���gÖ ����µ*Å´µ � ����µ��w�W�r�k³�µk�A�Y���}�W�r���Y�ò�5���Fä=<����Y�n�f��¥W�k�f����� �Ç�����Y���Ê± �n��°9�W� �r���k�(³��Ç°º�k�r��$���n¥W�k°
� î �Ê�½�k����±��W�r��¥*³��f�f��n�f�ñ�W�������Y�J�fýW����� �W�Y�n���k���VQ�����W��Ý �����Y�R���Ç¿W�f�¶�n������¥W�����Y�"���g±�:�� Ýg���r�n���k���W�Y����n�$��k��¥W�����¸³��ë�W�r���W���r�n���f�	�w�W� ��¿À�8�þ�k���5����¶�w� �r�n�f¥��
:¸� �n��� �r�f���Y�$��¿W�f�n�¶���0³W���Ñ�ò±��å��µ��fýW����� �W�Y�n���k���[�·��� ± :¸�gÝ ���r�n���k� ��� ��¥W���Y�����w���9°����n�Y��³����k³��5�8���å��µg�5���¥W���f��ÅW��0��� Ý ��ÖY�0�w���5�8���f�k�r±9�Y���f�k°9�����fý��¸³W���f�n���k����»
�$��³���Å´����f�k���¶�Ê¥W���cé����7�iê�� ì1$ 6M�*é
	òè����Àí � î & $ &Å�w�W�[�5����Å´�¸³W���f�n���k���9�$���w�A�f�k°9�����fý �k³W°�¿À���r�9�Y����W�W³��}� ��¥D�k³��w�W³���»´Ï*���´�fýe� °D���Ê� Å��� �> ¤�ª!>WÅ��� �> ¤�ª � > « Å��C X> ¤·ª >ÀÅ��C ©ÚF?�A�Ûf¤ëªßÚ,?�á Ú�ÛBAJ� �r�$�Y���W�f�k°9�����fý�¸³W���f�n���k����»4�(�0��� ���[�Ê�¶�9���k�kÖ��[��©³W���f�¶�Ê�����!��¥W�8¦i���f¥(��� �$�k���8���0����� ���5�f�k°D���Ê�fý������ ��� &Å´¿W³��/��³��¶�$�k��n�k°º�5���Ê�f���w³W¿��n�f�	�Y�ë����»½Ï*�k�½�fýW� °9����� Å��C X> ¤�ªØä�,�>Ç�þ�k��>#"ªC<WÅ*� ��¥��� �>g¤�ªØä�, >WÅe�þ�k��>#"ªC<W»
K	���$���w�ã�r�8ç êI$+6*�&é�	òè����Wí� ^� » µ*»�� î C $ C$�C XE*¤�ª E « ¬ & E"Å ¤��}�����g�F¥W�8¦i��� � è %����Ô�
�"	òè^ç*fè^ê�è�	�H��Y��f�k°9�����fý��¸³W���f�n���k����»4�(�0�w��±��w�W�Y�$���¸³W���f�n���k��� î 5 $ &ÅJ�������r� 5 ���0� ���k�W���c�w³W¿��n�f�$�[� &ÅJ����é����7�iê�� ì� è %����r�
�"	òè^ç*fê��$�Y�I>'&0Ë 5 � �·�w���0����°����

����°( � &
�� �> ?*)*¤G¬��C X> ¤

)
�fý��Ê�¶�n��»/�(�	¥W����� �n�	�w��������å°º�Ê��Å*�Y�}³��8³W�Y�òÅe¿g±+� L  �> ¤f»�:��9�k��¥W���}���g�·�n���f�k�g�©³��¶���w�����¥W�8¦i�����n���k���3�Ê�8�9�w�����r�wçgê� è %����r�
�"	òè^ç*fè^ê�è�	�HYÅ���0���Y���ë���f�k°9�����fý�¥W�-,"���r���g�n��� ¿����5�¸³W���f�n���k�.�<�M� ê ����� �����kè`é�»

���0�¸� �G�n�5µ ����¥"Åk�fý��f������w�W�Y�½�Ê����$��� �·�¶�5�k¿gÝk���k³�����������0�f��°9�����fý��©³W���f�¶�Ê�����Ê�$��� ���k°º�k�n�W����� »/�(�	��� ��w���k³�µ���¥W�f�¶���r��¿W��������� ���9�f���Y�n���Y�}�k¿gÝ��Ê��³��n��± ���g�Ê��°��k�n�W�������¸³W���f�n���k��� î �8���f�n�9�$�����}¿À���W� ��±W���k°����Y���9� ��¥�n�Y�¶�Ê���W�Y� �¸³W���f�n���k�����Y� >ÀÅY� » µ*»/�� �>g¤�ª!>W¢0�� �>g¤�ª!> ? � > « ¢1�� �> ¤�ªØä�, >WÅp¿W³��4����	2�� �>g¤·ª��� òÚ+?9ÛBA�¤ëªßÚ+?9ágÚkÛBA¶»
:��w�W�[�Ê�0��� ���f��� ¿À�k�n�Y�n�������r�(°��k�r���k�M�w�����8³W¿ �Ô�f�f��Å�¿W³�����³��n���W�g�å�g���k³����Aµ ���k¥R�r�8�þ���������f� î�3 ���7�iê�� ì
4 �&ç ê H�ífè�íñÅ�¿ ±$�����rµ �5¼"�g��µ*Å �W�W�r����µ ����Ò65������å�[µ*»

:¸��� �g±9���Y�n� ÅW�8���5�n�n���r±9µ ���f���r�k³�µ����Ê±��Y��ò� �����Y�$��»

 �Jz�� e�z"�h�i� 4 �WH��*� ê ����� � �"�kè^é#$+6*�&é�	òè���� �i�r�fíf����A��fí5ç)� �kê�� í &

Õ��k�r�$�W�r�f�f���n�f��± ÅWµ ��Ý ���D�r��5�W�Y�w���·�����8��������� ���9 ^�8�n»ëÏ���µ*»ä & ¤�°��f�f�n����µÇ�Y��W� ���g�}�Rª  òÚ&¢wÛf¤ Å�����Y�¶�w³W°���w�W�Y�0�8���9�w� ��µ ���g�0�������f�87 S � ��¥�7 « �Y�5� �n��¿À� �w�(�W�Y�8���0�fýk���n��»����f�89M�n��¿À���w����� ��µ ����¿W�f�r��f���:7 S � ��¥
7 « » K$�ò�n����� �W����±k����µ(����� ���k°º�k�n�W�����9�¸³W���f�n���k�;�´Å"��9�w�n�g���r�þ���n°��8�����r��L�W�[�w���5���g�n���n��°��9� �w�����0�W�[�w���
�� =<*Ú>7?)�ä�¤$� ��¥��� =<&Ú�7@)�á ¤ Å*� ��¥��8���f±L°��f�f�0�Y���À� ��� �0ÁØª��� �>'&�¤f» ���f�A9®�n�9¿W���w���5� ��µ ����¿W�f�r��f���B7 S � ��¥
7 « » K$�ò�n����� �W����±k����µ(����� ���k°º�k�n�W�����9�¸³W���f�n���k�;�´Å"��9�w�n�g���r�þ���n°��8�����r��L�W�[�w���5���g�n���n��°��9� �w�����0�W�[�w���
�� =<*Ú>7?)�ä�¤0� ��¥��� =<&Ú�7@)�á ¤ Å"� ��¥(�w���f±(°��f�f�5�Y�5�À� ��� ��ÁàªC�� �>'&�¤f»9�$�����JÅ"�8���9�w���f�k�r��°Î�[�n�n���r�n�0�8�W�Y�0�w������f� �W�Y�8���$�$�����ë�Y���n���W��Ý �0�w�g��µ ��� ��������f���[��Á9ÅW�	���Ê�f���3�Ê���ë°D� ÖY�5�W�r�f�f���n�f��±��w���0�w�g°��5� ��µ ���89A�$���w�����Y�f�� �w����� » :���� �8�������k�r¥W��Å��w���5� ��µg�Ê��¿W�f�r��f�����w���0���r��µ ���W�Y�ë�W�Y�w���3�Ê�0�W�r�f�n����Ý �f¥"»
�3�p��ÅG:¸�gÝ ���r�¶�Ê���(���Ç���g�5²W³��Ê�¶�L����� ���k°��k�n�W�������¸³W���f�n���k�R ^� � ��������r�+�� �> ¤0ªÉä�,�>������}��³��Ê¥ �W��Ý ��¿À�f������ ���k°����W���Ê�	�fÝ ���r±��������r�	�fý��f�������ò�k� >0ªC<ÀÅ �������r�3�Ê����}���g�·¥W�8¦i���f¥�� � ±��$��± »Ñ¤RQ³��·���gÝ ���r�n���k�D�� �> ¤�ªØä
, >

E



t2

t1

t1t2

pa
th

 1
f(

)

path 2

path 1

path 2
f(

)
f

f( )f( )

holomorphic B
A

õ�ö^÷G[VDIabc  ��
¿W�f���k��µg�9�n�����f���Y�n���Y��©³W���f�¶�Ê������Å����Y�����f¥"Å �w� �g�n����� ���k°����n�W����� � î �r�k³�µk����±(�8�W��� Ög����µ*Å��w���f�n��� �r�º�©³W���f�n���k���
�w��� ���k°º�k�n�W����� �������w����ÝY� �r��� ¿���� >ÀÅ �"�)	ë��� >À» �W³��f���¸³W���f�n���k�����r��A����¶íñ�×�w���9� ��µ ���f�Ç¿À�f�Ô��f�����W�Y�w����» « K	��¸� ���[���w���9°����[�w³W�r�5�[�}�w����� ��µ ���f�0���5�f�k���f���n���f¥"ÅJ���0���5�Y���$��±k�0�W�r�f�n���rÝg�f¥ ³W��¥W���0¿À� �w����� ���k°����n�W������� ��¥� �g�n����� ���k°��k�¶�W���Ê�×�©³W���f�¶�Ê������»
�$��³���ÅW� ���w���5�w�¶³��w�JÅ��k����±��w���0�w�n³��w���g��¥��w���0����� ���5�8�n³��w�������¶�º¿À�5�n�g�Ê¥"Å


 �Jz�� e�z"� �"� "���A����¶ífè����Aè�� 	��k� �iê�ç��&���Ô�
A����níf�fí�	��k��ç�� ��ê��fí�n�
	����w�
�(ç��WHU	���� (ë�M6k�r�fí�� �eç�	��gí�����çYí9ê �)� �çYíR����é8ç���� ��(#�*��í 6�é+��ç��g�kê��fí & �
dRe��IfGg�z"� #V�J���3�n���w�����þ���n°�³��å� �C X> ¤�ª $ « , >��n��¥W�f�n���r��¿À�Í¥W���r�f�f�¶�Ê±M�w������°9�Yµ �f�D�Y���f���r�f���f��� ��¥ �������f��W�Y�n�¶�å��µ��w�W�r��³�µk�Í þ�k�$��� �$�8�W�r�k³�µk�W¤½�w���0�f���g�n���3�Y�ë��� Ýg���r�n���k�J»

ÐW»
	0ö'�+	Vc�YF�����"E/`�[+	"ö�EF�Vc 	 E�"ab`�a��W	Va2� C4D"E/_"`�abZ8c�ö6�=CVYGD 	.-4YF��� CVY/D�	.- -

�1��	ò� * :^�}�9�¶�Y¥W��³��$�Y�·� ����� Ý �����n���k�����0��� �$�w�À�f�f�Ñ¦*�f¥"ÅJ�8�������Y�n�w³W°��0�8�W�Y�$���$�����g�n¿����w�n� �r± »
��~©|*�0���n�"�4OJ ò�5¢�$Y¤f»
��~©|*��æ"�R:þ� $ S�� $ « � $ 1pÅJ�r�f¥*³��f���n����ä5�����9á�¿g±��r�������Y�f����µÍ� S ¿ ±��Ê�¶���f���g�n���fÅJ� « ¿ ±�� L«  ^¡ « ¢ $ « ¬ $ S ¤fÅ� ��¥�� 1 ¿ ±��ML1  ^¡ « ¢ $ 1 ¬ $ S ¤f»
��~©|*�	#ë�U:þ� ��¢���¢ ��� ���Ç�8���9�f��� �¶���r�5� ���J¢�� ¢���Å"�r�f�8�W�f�f�n��Ý �f��± Å��w����� �w���9�$� �g�n�f¥(µ �f�k°º�f�w�r���9���å�[�f�������w��������f���r�f���9�Y� Ã ���� î ³��n��Oi ò��¢ $Y¤f»
��~©|*��& � :©�n���$��± î OJ ò�5¢�$Y¤BQ :%:���¥��$��± î � � � « �g��¥�� Y ¥W�5��� �����g�n���r�n�f�f��Å ��� Ýg���r���w����°Ø���g�n�0�f�k���f���g�w�r���$�f���r�f���f� ^�8�n»�Ï��Êµ&»Íä�Ð�Òwä�ÿ ¤BQ/:%:@:��r¥F�$��± î �þ���rµ �f�5� ¿À�k³��5���gÝ ���r�n���k�JÅ·�g��¥���� �n���f���w�W�Y�5¡ S ¡ « ¡�18¡ Y ���Ç�f���r��³W°º�n���r��¿W�f¥� �r��³W��¥����f���r�f��� »
��~©|*��, �4Oi ©� S ¢ $Y¤f»
�J� g)�i��~��"|C-J���$�¶�å��µ0OJ 4��¢�$Y¤fÅY��5�W��Ýg�5� S ¢8Á S ¢nÄ S �f� ����������� �0� ��¥�� S Á S ?MÁ S Ä S ªß� S Ä S »·�$�����

�	Á â=$ «
���MâB��Á ? Á0Äãâ!$ «

��Á+â!�9Ä ª �3Ä â!$ «
���Mâ!�DÄ � ��ÁãâB�9Ä ?F��� âfÁ×Ä ªß�$Äßâ�Á���¯

��~©|*��/ �4Oi ©ü¢ $Y¤f»
ó�� ��!�"$#�%'&�(*),+
"-!/.-%0%1(2#3+546�37�%'&�.$89!:�<;$=,>,=,;@?0=�?A),��B,C9%�.D89.1"-!E7�89%�(F46�37�%'&�.$89!:�G)�.�"$#�%1H0!�IAJK!�.$89"$89!:�L!,MN"O(*!PMRQ3�SH�"$89!:�S.�T

U ð0VXW3Y[Z]\,^,W MX!,& W�_Za`3b ):�Sc1"$#S%d&�%'eS%�H�"$89!,�f),C9!:�SBg"$#S%Ah3i$)�j�89. b U ó�VXW3YkZ W T*"$#lQS. bnmoVXW3Y[Z U óqp U ð�rts 8u��H0% U ð J3&�%�.-%'&�7�%�.v),��B,C9%�.V 89"w89.A#�!,C9!�IN!,&-Jo#389H Y'b ),��c U ó &�%�7�%'&�.-%�.x):�SB:C9%�. V .$89IAJ3C9%gB�%�!�Iy%�"$&-89H17�%'&-8uzSH�)�"$89!:� Y'b 89"AMX!,CuC9!,({.y"$#�)�"A"$#S%'8u&�H�!�IAJK!�.$89"$89!:� m (*8uCuC&�%�7�%'&�.-%w):�SB:C9%�. r
|



4
’

k4

k3

k
2k1

O2

O4

O1

O3

k2
’

k3
’

k4
’

D ’

B ’

C ’

B ’

D

k

’

’

C ’

k3
’’

1k

’
1

A

D

B

C

k

A

k2
’

õ�ö`÷ø  gù ú! �û
��~©|*��i"�#:^�C� S ��� « ª��WÅ��Ê�f�4OJ ^¡�¢�$Y¤"�n����¥��w����° ��� �¶�5�f�k���f���g�w�r���0�f���r�f���f��»�������n��¥W����w���$���Y�¶�f�}�	������OJ ò�21w¤�����º�f�å���f�Ê� ÅJ� ��¥��������c����������������� »
��~©|*�0�bj����"�J�4Oi ©ü¢ $Y¤f»
��~©|*�0�W�"���0�f�n�����å¿À�5�f���r�f���f�5��� ��¥�� S � �r�k³W��¥��8���0�n²e³W�g�r�f��Å*� ��¥�³��¶�5�����n���r��¿W�f¥®� ��µ ���f�$�n�9�8���p�R�w�W�[�$�w����W�g�å�g�	�å�c²e³��f�¶�n���k�����$�w������� �n�����n�f�f�n���k���À� ��� �3�Y�G���g��¥Í� S ÅW�g�w������w�W� ����»
��~©|*�0�Wæ"�4OJ 4��¢ $Y¤fÅY�w������� S Á S ªRÄ S Á S »
��~©|*�0� #ë�4OJ 4��¢ $Y¤fÅY�w����� �$� S Á S Ä S ª������ Ã � S Á S Ä S »
�J� g)�i��~��"|?� & �1K��W����± Oi ò��¢ $Y¤0 ^�8�n»$Ï���µ*»�ä
N�Òwä!�W»Ñ¤��$��������� S Á S Ä S ���5���W� �n�Y�����f��� µk�n� °cÅi� ��¥ ( S Ë���Á �S »
Q³��$��( S âw��(ãªC$ « ª+��Á S â8��ÁDÅ*� ��¥���(ãªßá �	Á9» �$�����f����( S ªß��Á S , áWÅ�� ��¥�( S ����w���5°���¥*�W�g�å�g�$�Y��	Á S ÅW�ò» � »½��Á S ��� S Ä S ª ï (Dôk»/�������f��� S ¢ ( S ¢nÄ S � �r�0�f�g�Ê��������� �fÅ&�w�����	��¢�(�¢¶ÄÇ¢n�M� �r�0�f�k���f±��f����� »

I(k1

E

D C
B

A A

B

)

C

)

1

1

E1

I(

t2t1

k1 2
k

t2

2
k

D1

t1

õ�ö`÷ø  )W ú! 2�

�J� g)�i��~��"|=� ,"�#K0�W����± OJ ^¡�¢ $Y¤fÅY� ��¥����f� Ã �	Á0Ä �$ Ã � S Á S Ä S  ^�8�n»ëÏ���µ*» á9<W»Ñ¤�:^�F�$�3¡ÇÁØª�>�Å��¡�� S Á S ª9½Å*� ��¥��¡�Á S � S ª��·ÅÀ�w�����¡�� ?®¡�Á
¡5Ä ª ¡5Ä S¡Ç� S ?

¡�Ä S¡ÇÁ S ª �n����9
�n���ë  9L? > ,gá ¤ ?

�n�����
�n���´  9L? >V, á ¤ ªßá[�f� � > á ¯

��~©|*�0�@-i�$¼J�f�8Oi ^¡�¢ $Y¤��¶����¥Í��� ��¥���		�å�g�n�9�f�����f��� �w���Ê���f���r�f���f��»
�J� g)�i��~��"| �*� �<K0�W����± OJ ^¡�¢¶¡Çü0¤9 ^�8�n»�Ï���µ*»ÑáÀä »Ñ¤ß�$������OJ ò�W¤0ª;3rÅ´�n���w�W�Y��Oi E�	¤5ª � S � ��¥ OJ 4�½¤0ª � S� �r���w����µ ��Ý �����W� ���g�n�5���U3r»0¼J�f�5��
p E��¢ � ��ª
�3��¤fÅ"� ��¥����f���:¿W���w�����f���g�n���3�Y��OJ ò��
n¤f» �(�ÇÖ����Y�Ø�w�W�Y�
�:Ë�¡3� � »1Q³����n�����f����
 
Ø�JÅ*�w����� OJ ò��
n¤ 
 3rÅ*�ò» � »13·�W�[�n�n�f�	�w�W�r�k³�µk�c�w�����f��� �¶����� »��3�k³���Å+� ª
� S Å� ��¥�� � S ª � � S ��°9�������f�5�w�W�Y� � S �Ê�	�w���5°���¥*�À� ��� �	�Y��� S � S »

�



A

A

O O

P
l

B S

Q

T

S

QT

C
B

C

P L Q

k

1 1 1
1 1 1

õ�ö`÷ø ��� ú �  
�J� g)�i��~��"| � / � �A�5�r�8�þ���G�n��Ï���µ*»Ñá á�ÒÔá � �ò�k�·��� �8�Y�n���k�J»�¼J�f�$�91 �B3Jª ï Á�ô�Åe�g��¥����f��w���5�n�Y¥W��³��$£ã¿W�0�f��� �n����n���w�W�Y�5�8���9�f���r�f����� &  òÁ9¢8£0¤�
Ù�J»0K0�W����±TOi ©Á9¢w£0¤ »��$������Oi ©�W¤0ª��" ^¡�¢�ä�¤fÅVOJ �3ò¤	ª 3rÅGOJ ò� 1 ¤�ª�� L1 ���9��������L�W� �¶�Y���Ê�f�½�n�U3rÅë�g��¥TOi ©� S ¤0ª¹� L S  þ¡ L ¢8£ L ¤0� ��¥�Oi ò� « ¤�ª¹� L« �g�r�9¿W� �w� �f�å���f�Ê�f��Å��n�k³��f������µ�3� ��¥�� L1 Å´� ��¥�������f� Å&�Y�·�w���0�w� °º�Ç�n�Y¥W���ë£ L »#:^�}� L �Ê�	�w���f���0�W�g�å�g�	�Y�C�8� ��µ �����f± Å��¸�r�k° Ã ¡ L �$¡ î  ò£ L ¤ « ?  ¶ ò£ L ¤ « ¬Fä�¤ « ª n ò£ L ¤ « ?ßä�¤ « � £ L ª & ¯W�$�����$� � �¶�f¥�¥W���n�w�g���f�5����ág£ L ¬Fä$ª+ÿW»

k

k l lB

A 2’k ’

’

A’

k

O’

O
k

k

k

2

3

0

1
1

k

k3

õ�ö`÷ø ��� ú ���

�J� g)�i��~��"|?� #ë� ¼J�f�Í� & ¢wÁ & ¢nÄ &Í¿W�®�w��� �W� ���g�n���[�º�8� ��µ �����f±ß�Y�9�w���A�å���¶���r��¿W�f¥ �f���r�f���F���  ©ü¢ $Y¤��$���w�Á0Ä�¢nÄ��5¢8��ÁDÅ��r�f�8�W�f�f�n��Ý �f��±Ù ^�8�n» Ï��Êµ&»Ñá & »Ñ¤ ¼J�f��� S ¢8Á S ¢nÄ S ¿W�A�w���(°���¥*�W� ���g�n���Y�Ç�w�����f�k�¶�r�f�w�W����¥W�å��µ�n��¥W�f�$�Y� Ã � &�Á &fÄ &Y»��3� �n�	�w�W�Y�� S ª+ü0� �9Ä &ñÁ & ÅW� ��¥��n��°������ �r��±��þ���}Á S � ��¥�Ä S »�K��W����±UOJ òü¢ $Y¤f»2�������f�ü0� 
RÄ &fÁ & Å&���$�ò� �����p�3�2Oi ©��¤½ª � S ÅJ� ��¥��n��°����å�g�r��± ÅVOi òÁ�¤·ªãÁ S ÅIOJ ^ÄÇ¤�ª+Ä S »}�$��³���Å&�w���5�f���r��³W°º�n���r��¿W�f¥�f���r�f���Ç�" ^¡�¢w£0¤½µ ���f�$³W��¥W���2O��¶�Ç�8���0�f�å����³W°��n���r��¿W�f¥��f���r�f���Ç�g�r�k³W��¥ Ã � S Á S Ä S ÅW� S  þ¡ S ¢�$ S ¤f»��$� �¶�0�w�W�Y�$� S�����W�[�Ñ���w�����n���f�5�Y�·� � ÅW�������f� $ S ª�$ ,gáW»

0

T1O
A 1

A B

C

A

C

B

C
B0

0

1

1

1

P
O

P O1 S TS1

k
k

õ�ö`÷ø �n��ú �Wù
�



�$�����5���0�����k³�µ����n�D¦i��¥(�w����¥W���n�w� ���f��¿À�f�r�}�f����¡à�g��¥�ü�»5Õ��k���5µ �������n�[�Ê��± Å´�w����¥W���n�w� ���f� § ¿W�f�r��f����w���0�f���g�n���3¡ �Y�C�º�f�å���f�Ê�9� ��¥��8���5�f���g�n���$üØ�[�C� ����� Ýg���r�n���k���w�Y�n���r¦*�f� î
$ S â Þ §�« ¬®£ « Þ ªC$ « â�£�¢ òá ¤

�������r� $��Ê�	�w�����n�Y¥W��³����[�·�w���0��� Ý �����n���k�JÅi£Â�����w�����k�r��µ ���W�Y���n�Y¥W��³��	�Y�C�8���5�f���r�f��� Å"� ��¥�$ S ���	�w���Ç�¶�Y¥W��³����Y��w���0��°9�Yµg�0�f�å���f�Ê� »4:���¥W�f�f¥"ÅC þ�8��»´Ï���µ*»Ñá ÐÀÅÑ¤G�þ�k�½�w���0¥W��� °º�f�w�r�����Y����±��k�W�À� �n���n�Ç�À� ��� �¶����¢ �ßË�ü	¡ ���JÅW� ��¥��ò�k��w���f���3�å°D�Yµ �f��� S ¢A� S Ë�ü	¡���� S ��5�W��Ý � î
� S � S ª ���Mâ!$ «

ü��Aâ�ü�� � á9$ S ª ág£Râ $ «
Þ § ¬(£ Þ   § ?M£0¤ ¢

�¸�r�k° �������r�F òá ¤º�þ�g�Ê���Y�$��» �W³W¿��n�¶�Ê�8³��n����µ $ S ª $', áWÅ$�g��¥ �8���Í��¿ Ý����k³����r�f���Y�n���k�R£�� § Å3���µ �f� § ª
� £9 ò£R¬(á9$Y¤f»��3� �n�0�w�W�[��þ��� § ªC<���5�W��Ý �5� ���f²W³����å�[�n���n�Y� Ã �	Á0Ä�Å*� ��¥�£ßªßá2$k»
�J� g)�i��~��"|Ø�'&"��¼J�f��� S �g��¥�Á S ¿W���w���9�k�r�8��� µ �k�W�Y���W�r� �Ô�f�f�n���k�����Y� �¹� ��¥®Á �k� �¶��Á0Ä � ��¥��3Ä�Å´� ��¥���f�5�919¿À�Ç�8���Ç�f���r�f�����w�W�r�k³�µ�����¢wÁ9¢8� S ¢wÁ S  þ�8��»0Ï���µ*»�á ÓW»Ñ¤��$���9�n�Y¥W�����Y�·�[ýk���0�Y�$� S � ��¥(� « �Ê�5¾
+®ÅJ�w����n�Y¥W�����Y�"�Yý����$�Y�C� S � ��¥��91	�����	� S ÅW� ��¥��w���5�n�Y¥W�����Y�"�Yý����$�Y�C� « � ��¥��91	����Á5Á S » �3�����f�5�w���f±��Y���"��� �n�����n�f�f������k���5�À� ��� �0Æ®Å��w���5�k���w���k�f���g�n���½�Y� Ã �	Á0Ä�»·�$��³���Å*ÆÌË�Ä5Ä S ��¾
+�»¼J�f�¡ S � ��¥�¡ « ¿W�0�8�����f���g�n���r��Y�C� S � ��¥L� « Å��k���f²W³���Ýp�Y�����g�n��± ÅJ�w���0°���¥*�W� ���g�n���[� Á3�à�g��¥���(�» �������f�
�*( Þ�Þ ��ÁDÅJ�w������¡ S ¡ « Þ�Þ ��ÁD»BQ³��Ç¾
+ 
 ¡ S ¡ « Å"�n��¾
+ 
 �	Á9Å"�ò» � »9¾
+ Þ�Þ Ä�Ä S »����å���f���w���9���Y�¶�0�Ô����� �¶���r�n�f�f�$�����À� ��� �0Æ®Å��Ê�3�ò� ���Ê�Y�$�3�w�W�Y�$�w���f±��f� �����f��¥W�9�Y�$�������f��»

O

k2

k1

O1

k

P

s

P’

r

M
2O O

21

C

k2
k1

k3

D E
A

B
1

1

M

H
1C

BA
N

õ�ö`÷ø ��� ú �*û

��~©|*���@,"� ���f�����C(��RÄ �����Dá ÐW»
��~©|*���.-i�	��k���n��¥W���0�8�����n�Y¥W�����Y��Yýk�����Y�}�w���D�Ô����f���r�f���f�9� ��¥(���n���r���*�f�f�n���k�®�Y���r� �n�0�8�����W���n�À����¥W����³��å�g�¿����n�f�f�n�k�3�Y�ë¡ S ¡ «  ^�8�n»�Ï���µ*»Ñá ÿÀ»Ñ¤
��~©|*���@/"� ��k���n��¥W���	�w������� �¶���r�n�f�f�n���k���[�}���n�Y¥W�����Y���Yýk���0�Y�·�r����Y�·�w�����f���r�f���f�5�$���w�����w� ��µg��� �	�n���w���f�n��r��Ç�f���r�f���f��»
��~©|*���"i �ROi  (�¢�$$ª (�Á5¤$�g��¥Í�8���p�+�w�W�Y�35v�����f�0�k�c�Ê��������(�Å*� ��¥ 6 ���Ê�f���k����������(�Ä�» K0¼J�n���n�W�Y�¶�ÊÝg�f�Ê± Å¦i��¥Í�D���k�gÒ¸��� Ý �����n��Ý �Ç�W�r���Y���w�W�Y�$Á�6 ( 5ß���0�9�r�f�f�w�g��µ ��� »
��~©|*��æ�j"�4OJ 4��¢�$p¤ »

�� '&,",")F!	�Ø��#*%�
"#�¸#�� ���&��� ���¸% ����#"���#*%�
 #��¸#��"�½���
S &


